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Sei G eine Permutationsgruppe auf der mindestens 3-elementigen (Punkt-i 
Menge Q mit den beiden Eigenschaften 
(i) Zu je 3 Punkten A, B, C aus R existiere genatt eit? g g G mir 
/$“=A, fF=C, C’=B. 
(ii) Vertauscht g E G zwei verschiedene Putzkre aw- Jl. so ist g eitre 
Involution. d. h. ein Element der Ordnung 2. 
Die Eigenschaft (ii) besagt, daD G keine Pseudoinvolutioner~ (dies sind 
Permutationen, die 2 Punkte vertauschen, ohne Involution zu sein) im Sinne 
von Tits [3] besitzt. Tits hat in [3] nachgewiesen. da13 die projektiv linearen 
Gruppen PGL(2, K), K ein K&per, die einzigen scharf dreifach transttiven 
Permutationsgruppen ohne Pseudoinvolutionen sind (vgl. such i 2 ] ). 
Wir verallgemeinern hier dieses Resultat und zeigen, da13 jedc 
Permutationsgruppe G mit (i). (ii) und 
‘(iii) G enthtiit Involutionen mif 2 Fispunktetr 
als Permutationsgruppe isomorph ist zu einer zwischen YS X(2, K) und 
PGL(2, I<) liegenden Gruppe. Hierbei ist K ein Korper der Charakteristik +2 
und PS-L(2, K) bezeichnet die von den Matrizen mit Determinante II I 
induzierte Untergruppe von PGL(2, K). Im Faile van 
(iv) G enthtilt keine Involution mit 2 Fixpztnktetl 
konnen unter einer Zusatzvoraussetzung (v) in Satz 2 die in Frage 
kommenden Gruppen bestimmt werden. 
Bezeichrtungen. 
IX/ die Machtigkeit der Menge X 
II A die Menge der vom neutralen Element verschiedenen 
Elemente der Gruppe H 
GP die Standuntergruppe der Gruppe G zum Punkt P 
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die Menge der Involutionen von G 
:=InG, 
die Menge der Inolutionen von G, die die 
Punkte P, Q vertauschen 
U ist Untergruppe von H 
die von X erzeugte Untergruppe 
:= (k2 1 k t? K) die Menge der Quadrate in K 
:= y-‘xy 
die Menge der Fixpunkte von CJ 
die Restriktion von CJ auf X 
die identische Abbildung auf X 
1. INV~LUTI~NENRECHNUNGEN 
Im folgenden sei G stets eine Permutationsgruppe auf S (I J2 ( > 3) mit den 
Eigenschaften (i) und (ii). 
Mit (i) erkennen wir die zweifache Transitivitat von G und wegen der 
Eindeutigkeitsaussage in (i) besteht der Stabilisator von 3 Punkten nur aus 
der Identitat, d.h. G ist eine sog. Zassenhaustransitive Permutationsgruppe. 
HILFSSATZ 1. Fur verschiedene Punkte P, Q ist G,, = Ii, eine abelsche 
Gruppe, die hiichstens eine Involution e&halt und in der die Involutionen aus 
Z PQ die Invertierung x -+ x1 induzieren. Im Fall (iii) e*xistiert keine 
Involution mit genau einem Fixpunkt. 
Beweis. Mit (ii) erhalten wir G,, = IPa . -Ipo und c3(u1uJ(sj = ~7~0, =
(o,az)-’ fur alle or, 02, o3 E IpQ. Die Untergruppe G,, = I& ist daher 
abelsch. Fur jeden Punkt R E J2\(P, Q} besteht Ipo f7 I, aus genau einer 
Abbildung oR, die If? G,, zentralisiert. Alle Elemente von I fl G,, lassen 
somit Fix crR invariant, woraus wir 2 Folgerungen ziehen konnen, ntimlich: 
In G,, enthllt hochstens eine Involution und Fix oR = (R, R’}. falls I eine 
Involution aus G,, ist. Im Fall (iii) existiert wegen der 2-fachen Transitivitat 
diese Involution, daher ist IFix oR ( = 2. In diesem Fall hat daher jede 
Involution aus I,, entweder 0 oder 2 Fixpunkte. 
DEFINITION. Fur einen Punkt P sei T,X := {g E G 1 Fix g = (P)} und 
Tp := TpX U (id,}. 
HILFSSATZ 2. T, ist eine abelsche Gruppe, die auf On\{P) reguliir 
operiert. Im Fall (iii) ist Tp = Ii und jede Involution aus Ip induziert in T, 
die Invertierung. Im Fall (iv) ist TpX = I, und Tp ist eine elementarabelsche 
2-Gruppe. 
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Beweis. Sind cr, , uZ aus I, und ist F E Ll\{P} ein Fixpunkt von cr, o (rZ, 
so ist F”’ = F-2. 1st F”1 #F, so stimmen o,, o2 in ihrer Wirkung auf die 3 
Punkte P, F, F”J und damit such auf ganz Ick iiberein. 1st F”1 = F, so sind die 
Abbildungen o, , o2 E I c-7 G,, nach Hilfssatz 1 gleich. Daher ist 1; eine 
Teilmenge von T,,, die iiberdies nach (i) auf Q\(P} transitiv operiert. 
1st TpX cf II, und r E T,” \Ip. so sind fur jeden Punkt Q E &? \{P} die Punkte 
Qr~-‘, Q, QT verschieden, denn Q’-’ = Q’ wiirde Q“ = Q und wegen (ii) 
daher r E I nach sich ziehen. Fur die Involution u E I,, die Q”-’ und Q’ 
vertauscht, gilt (QT-‘)‘u = Q und QT” = QT-‘. Wiederum wegen (ii) ist 
(ra)’ = id, und r” = rr’. Der Fixpunkt P von r ist also ein zweiter Fixpunkt 
der Involution 0. Damit gilt (iii). Die soeben bewiesene Implikation 
zeigt, da0 im Fall (iv) die Inklusion T,” c 1, gilt. Wegen Ii c Tp c I, U {id} 
ist in diesem Fall (I,> = 1, U {id} eine elementarabelsche &Gruppe, die auf 
.Q\{P} regular operiert. 
Liegt die Alternative (iii) vor, so ist nach Hilfssatz 1 T, f7 I, = 0. 1st 
@EI,, so hat (i neben P einen weiteren Fixpunkt Q und nach der obigen 
fiberlegung ist fur alle r E T,, rU = r~‘. Dies zeigt Tp 0 Ip c I, und mit der 
bereits bewiesenen inklusion I: c Tp erhalten wir Tp = Ii. Wegen 
Ii = TJ, c I, ist Tp eine abelsche Gruppe, die auf D \(P/ transitiv und 
damit regular operiert. 
0 und cx) seien verschiedene, von nun an festgehaltene Elemente von fi(2. 
Fur X & K := C?\( co } bezeichne rx E T, die eindeutig bestimmte Abbildung 
mit O’r = X. Auf K kan nun eine Addition i-: K x K- K durch 
x + y := Xiv = O’X’k erklart werden. Auf diese Weise wird (K. +j zu einer 
zu (T,. 0) isomorphen abelschen Gruppe mit dem neutralen Element 0. 
HILFSSATZ 3. Fti:r XE K und a E 4, ist X” = 0” -X. Im Fali (iii; isr 
x -+ 2x ein Automorphismus von (K, s). 
Beweis. Nach Hilfssatz 2 gilt in jedem der Falle (iii), (iv) die Gleichung 
5x(T=OZ;1 und daher X” = Or@’ = Off’.;’ = 0” - X. Sofern (iii) voriiegt, hat 
die Involution u E ICC : die 0 und XE K\!O} vertauscht, einen Fixpunkt 
YE K. Es ist Y = 0” - Y = X - Y und X = 2Y; die Abbildung x -+ 2x ist 
somit surjektiv. Hatte r E T, die Ordnung 2, so ware r eine Involution mit 
nur einem Fixpunkt. was wegen Hilfssatz 1 der Aussage (iii) widerspricht. 
Daher enthalt weder T, noch die dazu isomorphe Gruppe (K, +) eine 
Involution und der Homomorphismus x + 2x von K in sich ist injektiv. 
Fur ;1 E G,, und X E K ist z’ = ()-lm”.~i. Folglich ist die Restriktion auf 
K ein injektiver Homomorphismus von G,, in die Automorphismengruppe 
A&(#, t), dessen Bild wir mit G,,I, bezeichnen. 
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HILFSSATZ 4. FzYr f E I,,, und X E Kx ist (-X)f = -Xf. Die Abbildung 
-id,, die co festl$t und jedes X E K auf-X abbildet, gehkt zu G,, . Wird 
fCr A E K” die eindeutig bestimmte Involution aus I, ~7 I,, mit za 
bezeichnet, so ist fr,,f = rA zA(-id,)r, . 
Beweis. Bei den beiden ersten Behauptungen konnen wir (iii) 
voraussetzen, da sie fur (iv) trivial sind. Die Abbildung (3 E G,, nr 
kommutiert mit f, daher ist (-X)‘= X”/ = Xfu = -Xf und -id, = o E G,, . 
Die Abbildungen .fidif und t, zI(-id,)r,4 sind aus G und bilden beide co in 
A, 0 in 0 und --A in co ab. Da die Punkte co, 0, -A untereinander 
verschieden sind miissen diese beiden Abbildungen aus der Zassenhaustran- 
sitiven Gruppe G gleich sein. 
HILFSSATZ 5. Sind A,BEK” mit A+B#O, ist (I~}=I~~CI.~ fk 
XEKX und f aus IOm, so ist (Bf+Afr=A-(B+A)‘a und A-B= 
(B + A)‘.4 - (B + A)‘B. 
Beweis. Wendet man die beiden Abbildungen der letzten Gleichung von 
Hilfssatz 4 auf B an, so erhalt man (Bf + Af)‘= A - (B + A)“. In dieser 
Gleichung ist die linke Seite aus K” und symmetrisch in B, A. Daher ist 
such der Ausdruck .4 - (B + A)‘4 symmetrisch in A, B, was unmittelbar die 
letzte Gleichung von Hilfssatz 5 ergibt. 
Wie vor Lemma 4 betont, ist G,, IK eine Untergruppe der Einheitengruppe 
des Endomorphismenrings End(K, +) der abelschen Gruppe (K, +j. Das 
additive Erzeugnis (G,, JK)+ in End(K, +) sei mit n bezeichnet. /i ist ein 
kommutativer Unterring von End(K, +), der such als das homomorphe Bild 
des Gruppenrings Z[G,,] unter der Restriktion auf K aufgefafit werden 
kann. 
2. UNTERSLJCHWNG DES FALLS (iii) 
In diesem Paragraphen sei also stets (iii) vorausgesetzt. Nach Hilfssatz 1 
besitzt jede Involution entweder keinen Fixpunkt oder genau 2 Fixpunkte. 
Sind X, YE K” und Y # *X, so folgt aus der letzten Aussage von 
Hilfssatz 3 die Existenz (und such die Eindeutigkeit) von Punkten A, B E KX 
mit A + B =X und A -B = Y. Die Abbildung (z,I.,& - (zxlg)lK gehort zu II 
und bildet nach Hilfssatz 5 den Punkt X auf Y ab. Die zu n gehorenden 
Abbildungen idK bzw. -idK bilden X auf sich selbst bzw. auf -X ab. Daher 
ist K ein irreduzibler A-Modul, Aus der Kommutativitlt von /i folgt mit dem 
Schurschen Lemma, da13 A ein kommutativer K&-per und K ein eindimen- 
sionaler /l-Vektorraum ist. 
Zeichnen wir nun ein Element 1 E Kx aus, so existiert zu jedem Element 
XE K genau ein Ax E /i mit 1,‘~ =X. Durch X. Y := X’y = l-‘,r-l’ erkllren 
PERMUTATIONSGRUPPENOEINE PSEUDOINVOLUTIONEN 543 
wir nun auf K eine Multiplikation, bez. der (K, +, .) zu einem kommutativen 
Klirper und i + 1.’ zu einem Kdrperisomorphismus von A auf K wird. 
Wegen Hilfssatz 3 hat K eine von 2 verschiedene Charakteristik. 
HILFSSATZ 6. FC- a E G,, undXEKistX”=X. 1”. Ist YEK” ur~d 
IEI,nJ,,, so ist T = Y-‘. 
Beweis. X” = lAxa I l.‘I . 1 a = X . 1 a. z kommutiert mit der Involution 
-id, aus GDcO, daher ist Fix I = { 1, -1 } und wir erhalten Y’ = Y- i5 falls 
Y = rfi 1. Es sei nun Y # k 1 vorausgesetzt. Fiir A, B E K’ mit (i # +Ls ist 
nach Hilfssatz 5 A -B = (B + A)‘.’ mit L := II, JR - zzgll( oder in der 
Multiplikation von K geschrieben A -B = (B + A)’ . 1.‘. Wegen A # *B ist 
insbesondere 1.’ # 0. Ersetzen wir B durch -B. so bleiben die gemachten 
Voraussetzungen iiber A, B giiltig. Wegen Fix zg = (B, -B} ist lB = I-~ und .i 
bleibt bei dieser Ersetzung unverlndert. Daher ist A + B = (A - B j“” = 
(A -B)” . I’. Setzen wir A := i(l + Y) und B := $( 1 - Y). so ist A + B = I, 
A -B = Y, A, B E K” und A # &B. Aus den bewiesenen Gleichungen folgt 
nun Y = (l”jP’ = Y-‘. (D er Nachweis der letzten Aussage dieses 
Hilfssatzes wurde hier tihnlich gefiihrt, wie der von Lemma 2 in Ill.) 
SATZ 1. Jede Permutationsgruppe (Q, G) mit den Eigenschaften (it(iiij 
ist isomorph zu einer auf K U {co) operierenden, zwischerl PS-L(2, K) und 
PGL(2, K) liegenden Gruppe. Hierbei ist K ein K5rper L’OZ Charakterisiik 
f2 und PS-L(2. K) die van den Matrizen mit Determinarlte 2 1 induzierfe 
Uutergruppe. 
Beweis. Die Zassenhaustransitive Gruppe G wird von 1, U G,, U (I) 
mit {I) = 1, n I,, erzeugt. Aus den Hilfssgtzen 3 und 6 folgt 
G ,< PGL(2, K). Die Gruppe PS-L(2, K) wird von den Involutionen 
.Y ---t a -x (a E K) und den in PGL(2, K) hierzu konjugierten Involutionen 
erzeugt. Daher ist PS-L(2, K) < G. 
Bemerkung. Jede zwischen PS-L(5 K) und PGL(2. K:) (K ein Kiirper 
mit char K # 2) liegende Gruppe erfiillt-wie leicht zu sehen ist-such die 
Eigenschaften (ij-(iii). 
3. UNTERSUCHUNG DES FALLS (iv) 
Eine Beschreibung der Gruppen G mit den Eigenschaften (i), (ii>, 
(iv) ist mir hier nur unter der zusgtlichen Voraussetzung (v) gelungen. 
(v) Der Ring A = Z[G,,]/, p o eriert torsionfrei az$ der abelsscherz 
Gruppe (K, +). 
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Aus (v) folgt, da13 LI nullteilerfrei und damit Unterring seines Quotien- 
tenkorpers L ist. Nach Hilfssatz 2 ist char L = 2. Es sei E E K” ein fest 
gewahlter Punkt und fur X E KX sei I, das Element von I,, n I,. (Die 
Involution zE ki.irzen wir mit I ab.) Setzen wir q(X) := zzx, so ist q eine 
Abbildung von KX in G,, und wegen G,, c rl c L damit such eine 
Abbildung in L, die nach (iv) injektiv ist. 
Durch q(0) := 0 erweitern wir q zu einer ebenfalls injektiven Abbildung 
von K in L. 
HILFSSATZ 7. q: K + L ist eine injektive und additive Abbildung mit 
qFX)cG,,. FcrXEK und,lEG,, ist q(X’) = 1 *q(X) und fiir Y E Kx 
und r~ E I,, ist 
q(Y”) . q(Y) = q(-W = (4’ E Q(G,ccJ 
Beweis. Fur A, B E KX mit A # B folgt aus der letzten Gleichung von 
Hilfssatz 5, darj (A + B)’ im Kern der zu /1 gehorenden Abbildung 
q(A) + q(B) - q(A + B) liegt. Mit (v) erhalten wir q(A + B) = q(A) + q(B), 
eine Gleichung die trivialerweise such fur A = B und fur A = 0 bzw. B = 0 
gilt. Die Abbildung q: K + L ist daher additiv. Fur X E KX ist q(X’) = 
qx.q = lil -‘I,~L = zr,L’ = q(X) . A*. Diese Gleichung gilt such fur X= 0. Das 
Produkt q(Y”) . q(Y) berechnet sich zu 
zz(yojzr, = zozyolly = zozo = zl(Eci = q(E”). 
Wegen 10 E G,, ist (ZCJ)’ = q(E”) ein Quadrat in Goio, also ein Element von 
Q(G,,) und damit such von Q(L”). 
Sei -L := L U (03 } und 4: J2 -+ L die durch q(co) := co erkltirte 
Fortsetzung von q: K + L. Wir erhalten dann den ersten Teil von 
SATZ 2. (9, g + 4-I gij) ist ein Permutationsgruppenisomorphismus von 
(f2, G) auf (e(R), CT), wobei GV aus den Permutationen von q(f2) einer der 
beiden folgenden Gestalten besteht: 
x+ux+aoderx+(ux+a)-‘+b 
mit u E Q(G,,) < Q(L “) und a, b E q(K) < (L, +). Insbesondere ist GT eine 
Untergruppe der PGL(2, L). 
Ist umgekehrt L ein Kiirper der Charakteristik 2, U eine Untergruppe von 
L ’ und A # 0 eine U-invariante Untergruppe von (L, +) mit Q(A “) < U, so 
bilden die Permutationen von A v (00 } einer der beiden folgenden Formen 
x-+ux+a oderx+(ux+a)-‘fb 
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mit u E U und a. b E A eine (i), (ii), (iv) und (v) erfCIlende Untergruppe 6’ 
der PGL(2, L). 
Beweis. Zum Nachweis des 2. Teils des Satzes betonen wir, daO wegen 
UA c A die Abbildungen der 1. Form A invariant lassen. Wegen Q(A ’ j < U 
ist fur a E A ’ das Inverse a-* = (l/a)’ . a in UA c A. daher ist A U { 00 ] 
such unter den Abbildungen der 2. Form invariant. Da13 die angegebenen 
Abbildungen eine Gruppe mit den Eigenschaften (i), (ii), (iv) und (v) bilden, 
ist nun leicht zu verifizieren. 
Bemerkungl. 1st lLl<co, so ist IQ(A’)i=IAl-I und IAl-l<jU/. 
Wegen UA ’ c A ’ ist daher A ’ = li. a mit LI E A ‘:. Somit ist 
UU (0) = Aa-r eine Untergruppe von (L, +) und folglich sogar ein 
Unterkiirper L’ von L. In diesem Fall ist die Gruppe G’ aus Satz 2 ais 
Permutationsgruppe isomorph zu PGLt.2, L’). 
Bemerkzrng 2. 1st L ein K&per der Charakteristik 2 mit Q(L) # L (Stir 
rein transzendente Erweiterungen eines Korpers der Charakteristik 2 ist dies 
z.E. erfiillt) und ist A ein Q(L)-Untervektorraum von L und C’= Q(L ’ ). so 
liefern die in Satz 2 angegebenen Abbildungen Beispiele von Gruppen mit 
den Eigenschaften (i)* (ii). (iv) und (v). 
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